
第 41-42 讲 分子运动论与统计物理 

重力场中的压强分布 

 在麦克斯韦分布中，没有考虑有外场存在的情况，如重力场下的气体。当外

场存在时，气体的分子数密度会随着空间位置的变化而变化，也就是做分子数密

度 𝑛将成为坐标的函数 

𝑛 = 𝑛(𝑟) 

 在地球表面的重力场中，考虑到重力的方向是垂直于地面的，因此气体分子

数密度应该是离地面高度的函数。设高度方向的坐标为𝑧，则 

𝑛 = 𝑛(𝑧) 

对于处于平衡态的重力场下气体，若在气体中取一高度

为𝑑𝑧，底面积为Δ𝑆的柱体（如图所示）。其下表面的压

强为𝑝，上表面的压强为𝑝 + 𝑑𝑝，则该气体柱受力平衡

条件为 

(𝑝 + 𝑑𝑝)Δ𝑆 + 𝑛𝑑𝑧Δ𝑆𝑚𝑔 = 𝑝Δ𝑆 

化简可得 

𝑑𝑝 + 𝑛𝑚𝑔𝑑𝑧 = 0 

或 

𝑑𝑝

𝑑𝑧
= −𝑛𝑚𝑔 

对于理想气体 

𝑝𝑉 = 𝑁𝑘𝐵𝑇 

而粒子数密度 

𝑛 =
𝑁

𝑉
 

则 

𝑝 = 𝑛𝑘𝐵𝑇 

带入之前压强对高度的微分 

𝑑

𝑑𝑧
(𝑛𝑘𝐵𝑇) = −𝑛𝑚𝑔 

对于热平衡态，温度是各处相同的，则上式变为 

𝑑𝑛

𝑑𝑧
= −𝑛

𝑚𝑔

𝑘𝐵𝑇
 



令𝑧 = 0处粒子数密度为𝑛0，对上式积分得 

𝑛 = 𝑛0𝑒
−

𝑚𝑔𝑧
𝑘𝐵𝑇  

这就是重力场中粒子数密度随高度的变化，可以看到它是指数衰减的，越高的地

方粒子数密度越小，衰减的速率为
𝑘𝐵𝑇

𝑚𝑔
。由于粒子的摩尔质量为 

𝑚𝑚𝑜𝑙 = 𝑁𝐴𝑚 

则 

𝑘𝐵𝑇

𝑚𝑔
=

𝑅𝑇

𝑚𝑚𝑜𝑙𝑔
 

因此粒子数密度又可以写成 

𝑛 = 𝑛0𝑒−
𝑚𝑚𝑜𝑙𝑔𝑧

𝑅𝑇  

 在上式两边乘上𝑘𝐵𝑇就可以把粒子数密度的变化改变成压强的变化，即 

𝑝 = 𝑝0𝑒
−

𝑚𝑔𝑧
𝑘𝐵𝑇 = 𝑝0𝑒−

𝑚𝑚𝑜𝑙𝑔𝑧
𝑅𝑇  

其中𝑝0为𝑧 = 0处压强。该式称为等温气压公式。由此可以反解高度随气压的变

化为 

𝑧 =
𝑅𝑇

𝑚𝑚𝑜𝑙𝑔
ln

𝑝0

𝑝
 

因此通过测定大气压强的变化可以判断所在的高度。应注意对于真实大气而言并

不是热平衡气体，其温度在不同高度是不同的，因此用此式测量会有偏差。在高

度差不大的区域里温度变化不大，计算结果近似符合实际。 

一般外场下的粒子数分布 

 在重力场中的粒子数分布𝑛 = 𝑛0𝑒
−

𝑚𝑔𝑧

𝑘𝐵𝑇中，𝑚𝑔𝑧为粒子的重力势能 

𝑈𝑔 = 𝑚𝑔𝑧 

因此又可以把随高度变化的粒子数分布写成 

𝑛 = 𝑛0𝑒
−

𝑈𝑔

𝑘𝐵𝑇 

在一般情况下，气体受到一个外场作用，若其作用到单个粒子上的势能为𝑈，则

在此场作用下，粒子的数密度分布为 

𝑛 = 𝑛0𝑒
−

𝑈
𝑘𝐵𝑇 

对此式做微分得 



𝑑𝑛 = −
𝑑𝑈

𝑘𝐵𝑇
𝑛0𝑒

−
𝑈

𝑘𝐵𝑇 = −
𝑑𝑈

𝑘𝐵𝑇
𝑛 

两边乘上𝑘𝐵𝑇，并考虑𝑛 = 𝑁/𝑉得 

𝑑𝑃 = −𝑛𝑑𝑈 

由于在外场作用下粒子受外力为势能的负梯度，因此上式正是气体受力平衡条件。

也就是说一小团气体在不同方向上的压力差大小等于在该方向上受到的外力。 

玻尔兹曼分布律 

 上面讨论的是由于存在外场，粒子数在空间不同位置密度不同。之前还讨论

过麦克斯韦速率分布，是说在任意时刻具有不同的运动速率的粒子数占总粒子数

的比例为 

𝑃(𝑣) = √(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)

3

𝑒
−

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇 

在指数上可以看到存在粒子动能 

𝜖 =
1

2
𝑚𝑣2 

因此麦克斯韦速率分布又可以写成 

𝑃(𝑣) = √(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)

3

𝑒
−

𝜖
𝑘𝐵𝑇 

将之和得到了粒子数密度的空间分布结合到一起，就得到了粒子数密度随空间和

速率的分布函数 

𝑓𝑀𝐵 = 𝑃(𝑣)𝑛(𝑟) = 𝑛0√(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)

3

𝑒
−

𝜖+𝑈
𝑘𝐵𝑇  

指数上的动能加势能正是粒子的机械能 

𝐸 = 𝜖 + 𝑈 

则该分布又可以写成 

𝑛𝑀𝐵 = 𝑃(𝑣)𝑛(𝑟) = 𝑛0√(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)

3

𝑒
−

𝐸
𝑘𝐵𝑇 

这个分布称为麦克斯韦-玻尔兹曼能量分布率，常简称为玻尔兹曼分布率。在坐

标介于 𝑥~𝑥 + 𝑑𝑥 ； 𝑦~𝑦 + 𝑑𝑦； 𝑧~𝑧 + 𝑑𝑧内，同时速度介于 𝑣𝑥~𝑣𝑥 + 𝑑𝑣𝑥 ；

𝑣𝑦~𝑣𝑦 + 𝑑𝑣𝑦；𝑣𝑧~𝑣𝑧 + 𝑑𝑣𝑧内的粒子数为 



𝑑𝑁 = 𝑛0√(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)

3

𝑒
−

𝐸
𝑘𝐵𝑇𝑑𝑣𝑥𝑑𝑣𝑦𝑑𝑣𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

其对空间和速度的总积分为总粒子数。 

 对于多原子分子，玻尔兹曼分布率中的动能可以从分子的整体平动扩展为包

括了转动和振动所带来的能量。这也是能量均分原理的基础。 

对玻尔兹曼常数的再思考 

 对于麦克斯韦速率分布 

𝑃(𝑣) = √(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)

3

𝑒
−

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇 

从数学上看，这是对于速率𝑣的高斯分布。高斯分布是最一般的随机分布形式。

对于高斯分布函数 

𝑓(𝑣) = 𝐴𝑒
−

𝑣2

2𝜎2 

𝜎对应于分布的宽度，𝐴为归一化因子。在物理上，高温的气

体分子的运动速度比低温的气体分子的运动速度要快，因此

麦克斯韦速率分布中高斯函数的宽度就可以定义为温度。 

 气体的另外一个物理特征是气体分子有质量，不同的粒子质量不同。从实验

中容易看到，对于在水中做布朗运动的花粉颗粒或空气中的灰尘，相同的温度下

其速度比气体或水分子的运动速度要小很多。因此可以在高斯分布中提出质量项，

并和速度平方项合在一起凑成动能项，将分布重写成 

𝑓(𝑣) = 𝐴𝑒−
𝜖
𝑇 

此时的分布从随速度变化的高斯分布变为随动能的指数衰减分布，而温度则定义

为衰减速度。这样的定义是否对于不同的分子定义出相同的温度可以从实验中来

验证。至于玻尔兹曼常数，则为具体为温度定标后（如将水的三相点定义为

273.16𝐾）出现的定标比例系数。也就是说定标使得上式中的 

𝑇 → 𝑘𝐵𝑇 

在不同的单位制中比例系数不同。 

 由麦克斯韦速率分布可以计算分子运动速度的平方的平均值 

𝑣2̅̅ ̅ = ∫ 𝑣2√(
𝑚

2𝜋𝑘𝐵𝑇
)

3

4𝜋𝑣2𝑒
−

𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇𝑑𝑣
∞

0

=
3𝑘𝐵𝑇

𝑚
 



之前从分子运动论得到的气体压强为 

𝑝 =
1

3
𝑛𝑚𝑣2̅̅ ̅ =

2

3
𝑛𝜖  ̅

则 

𝑝 =
1

3
𝑛𝑚

3𝑘𝐵𝑇

𝑚
= 𝑛𝑘𝐵𝑇 =

𝑁

𝑉
𝑘𝐵𝑇 

于是就得到了理想气体方程 

𝑝𝑉 = 𝑁𝑘𝐵𝑇 

 

能量均分定律 

 见之前讲义 

统计物理基本假设 

 根据对物质微观结构及微观粒子相互作用的认识，用概率统计的方法，对由

大量粒子组成的宏观物体的物理性质及宏观规律作出微观解释的理论物理学分

支称为统计物理学，又称统计力学。分子运动论也是统计物理的一部分。在统计

物理中，用系统中所有粒子的位置、速度等描述的每一个可能状态称为一个微观

态。统计物理所做的统计就是针对这些微观状态的。系统的宏观状态是这些微观

状态的统计结果。在统计前需做一些基本假设，这些假设不能由牛顿力学、电动

力学、量子力学等推导出来。 

 等概率假设：所有可能微观状态都是等价的，也就是说每个微观状态出现的

概率是相同的。一个简单的例子就是扔硬币，如果同时扔两个硬币，并且对

硬币做编号。每次扔出的硬币状态就是一个微观态，总共有四个微观态：（1

正 2 正）、（1 反 2 反）（1 正 2 反）和（1 反 2 正）。等概率假设就是说随机扔

出的这四种状态出现的概率是相同的，都是 1/4。描述硬币的状态只需要用

正反即可。但要描述气体就需要记录每个粒子的位置，速度。所有粒子的每

一种位置、速度的组合就是一个微观态。等概率假设是说这些态出现的概率

相同。当然对于不符合能量守恒，动量守恒等体系基本守恒律的状态是不计

算在内的，比如室温下就不会有所有粒子静止的微观态，这破坏了能量守恒。 

 各态历经假设：经过足够长的时间，系统会经历所有的微观状态。这是统计

学的基本要求，从数学角度说要做一个精确的统计需要将所有可能态计算进

去，那么就需要所有的状态都出现。但在物理上这其实是做不到的。如果用



连续函数描述每个粒子的位置和速度，那么显然这样描述出的微观态有无穷

多。在有限的时间内是不可能走遍无穷多的状态的。即使将系统离散化，对

于多数系统仍然无法完成各态历经。 

可以用围棋做为例子。围棋盘有 361 个格点。每个格点可以有黑子、白

子、无子三种状态。因此总共有 

3361 ≈ 1.74 × 10172 

常温下气体每秒钟约有1010次碰撞，若以此频率改变围棋状态，每个状态只

走一次，则历经所有状态需要花费的时间为 

1.74 × 10172/1010 = 1.74 × 10162𝑠 ≈ 5.5 × 10154𝑦 

从宇宙大爆炸开始就进行围棋状态的话，显然到现在也仅经历了极小的一部

分状态（宇宙年龄 137 亿年）。 

 由于各态历经的实际不可完成性，人们提出一些替换的概念，如准各态

历经。更好的理论则为系综理论。 

全同粒子和态密度 

 若两个粒子我们无法区分它们，则将它们称为全同粒子。利用对于两个氢分

子，我们就无法区分它们。当体系中有全同粒子的时候，体系某些微观状态就变

的不可区分了，称这样的状态为简并态，其包含的状态数称简并度。我们会将这

些不可区分的简并微观状态视为同一种状态。不同简并态的简并度不同。例如之

前的仍硬币的例子。我们将两个硬币做了编号，其目的是要数清楚状态数。但两

个硬币是一模一样的，不可区分，如果看到了一个硬币正面另一个硬币是反面的

状态，我们没办法辨认这是（1 正 2 反）还是（1 反 2 正）。于是这两个态就变成

一个态了，它出现的概率比其他两个态大了一倍。 

细致平衡条件 

 对于平衡态，要满足等概率和各态历经假设，从一个微观态变到另一个微观

态的概率应该和反过来的变化概率相同。这称为细致平衡条件。在玻尔兹曼分布

率中是用粒子的能量来归类粒子的，  

𝐹(𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒) ∝ 𝑒
−

𝐸
𝑘𝐵𝑇 

它描述的具有能量𝐸的状态密度，这样的状态其实是简并态。而其中的指数项对

应于简并的状态数。对于𝐸1态和𝐸2态两个状态，比例 



𝐹(𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒2)

𝐹(𝑆𝑡𝑎𝑡𝑒1)
∝ 𝑒

−
𝐸2−𝐸1

𝑘𝐵𝑇  

称为玻尔兹曼因子。由细致平衡条件可知玻尔兹曼因子就是体系从𝐸1态转换为𝐸2

态的概率。 

量子统计 

 之前看到多原子分子的热容并不像用经典力学推导的结果那样表现。这是跟

量子力学有关。由于分子很小，其中的原子间间距也很小，在这种情况下量子效

应非常明显。在对微观粒子的相互作用研究中发现原子分子的能级是量子化的，

意思是其能量的变化不是连续的，而是呈阶梯状跳跃的变化。如对氢原子来说，

其中电子的基态能量为−13.6eV，但如果要提升其能量的话不能随意提升，比如

将它提升为−12eV是不容许的。容许的更高的能量为−3.4eV，在高则为−1.51eV。

我们将这种不连续的容许能量称为能级。 

对于多原子分子，其整体的平动总是存在的，但要产生相对转动和振动则需

要足够多的能量将其激发到这样的能级上去。将玻尔兹曼常数用电子伏来表示 

𝑘𝐵 = 1.38 × 10−23𝐽/𝐾 = 0.86 × 10−4𝑒𝑉/𝐾 

则在室温（300K）下，热运动所对应的能量为 

3

2
𝑘𝐵𝑇 =

3

2
× 0.86 × 10−4 × 300 = 0.0388𝑒𝑉 

而由量子力学得到的分子转动能级比这个值大约小一个数量级，因此在几 K 的温

度下转动自由度不会对热容做贡献，而在几十 K 的温度下，转动能就会激发出来

的。但对于振动能则比这个值大一个数量级，因此只有当温度到达几千 K 时，振

动自由度才会对热容做贡献。同时温度对应的是粒子的平均能量，实际的分子能

量有一部分会高于平均能量，其中还有少数能量更高以至于可以在低温的时候就

激发出振动能和转动能，因此热容随温度的变化并不是简单的阶梯形。对于温度

很高的情况，由于其能量远大于分子振动和转动能级，因此表现的就如经典粒子

一样。 


